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0 Vorkenntnisse — Was man hatte lernen sollen

0.1 Lineare Gleichungssysteme
Im Falle von n linearen Gleichungen in n Unbekannten gilt:
¢ Inder Regel gibt es genau eine Losung.
e Esgibt eine Schar von Losungen, wenn eine Gleichung als eine Summe von Mehrfachen (“eine Linearkombi-
nation”) der anderen dargestellt werden kann.
e Esgibt keine Losung, wenn eine solche Abhangigkeit zwar auf der linken Seite besteht, nicht aber gleichzeitig
fir die rechte Seite gilt.

Wennm > n(“mehr Gleichungen als Unbekannte”), so gibt es in der Regel keine Losung. Es kann aber eine oder
sogar unendlich viele geben, wenn gewisse Abhadngigkeiten zwischen den Gleichungen bestehen.

Wennm < n(“weniger Gleichungen als Unbekannte”), so gibt es in der Regel eine Schar von Losungen. Es kann
aber in Ausnahmefallen auch keine geben, aber nie nur endlich viele.

0.2 Vektorrechnung in der Ebene
Beispiel:

u=xcos¢p —ysing,v =xsin¢ + ycos ¢

@ - (Z?si ZZL"(,,‘”) @ ©q= 0z

)
Matrix—Vektor Produkt

w Q z

0.3 Komplexe Zahlen
- AIIgemein:w=u+iv,z=£+iy;]R={zE(C|Imz=0}
Re z Im z
- Additon:w4+z=@w+iv)+ (x+iy)=wu+x)+i(v+y)
- Multiplikation mit a: aw = a(u + iv) = (au + iav)

- Multiplikation:
wz = (u+ iv)(x + iy) = ux + i(vx + uy) + i*(vy) = (ux — vy) +i(vy + uy)
- Division: = =% = TZW; T = 1
w ww lw|?

- Konjugiert-Komplex
z=x+iy—->zZ=x—1y
zZ=x*4+y2>0;=0firz=0

|z| == Vzz
- Polarkoordinaten
, X =rcos¢ r= |zl
z=x+iyey . falls x Y
y=rsing ¢ = arccos; = arcsm;

Es gilt: z = r(cos ¢ + i sin ¢)
Mit e’ = cos ¢ + i sin¢ erhalten wir z = re'® (Polarform)

0.4 Polynome
- Allgemein: p(z) = apz" + ap_1z" 1 + -+ ayz + ay; ag ... a,: Koeffizienten
- Nullstelle: p(z;) = 0, Deflation an der Nullstelle z,: q(z) = :(?, 3z, € C:p(z;) = 0in C hat ein Polynom
41

von Grad n genau n Nullstellen (nicht alle miissen verschieden sein), daher: p(z) = a,(z — z,)(z —
73) o (z = zp) = an [1f=1(z — z)
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0.5 Das griechische Alphabet
0.6 Notation

1 Lineare Gleichungssysteme — Gauss-Elimination

Ap1  *° Qpn Xn bn

A X b
Koeffizizenten—Matrix Unbekannte  .qchte Seite

1.1 Gauss-Elimination: der regulare Fall
“Regular” = eindeutige Losung fir ein quadratisches LGS, ,,singular” falls nicht eindeutig
Wichtige Begriffe: obere Dreiecksgestalt, Riickwartseinsetzen, Pivot-|...]
Elementare Zeilen-Operationen
o Vertauschen von Gleichungen (Zeilen)
o Addition/Subtraktion eines Vielfachen der Pivotgleichung (Pivotzeile) zu/von einer anderen Glei-
chung Zeile
o (Multiplikation einer Gleichung mitn # 0)
Grundidee: Ein lineares System aus m Gleichungen in n Unbekannten wird durch die elementaren Zeilen-
Operationen i) und ii) schrittweise in dquivalente, gleich grosse Systeme verwandelt, wobei es nach j Schrit-
ten ein Teilsystem von m — j Gleichungen gibt, das nur noch héchstens n — j Unbekannte enthdlt.

1.2 Gauss-Elimination: der allgemeine Fall

Falls die erste Spalte des gegeben Systems oder die erste Spalte eines Restgleichungssystem lauter Nullen enthalt,
tritt eine Spezialfall ein in welchem man nicht nach der entsprechenden Variablen auflésen kann. Diese wird dann als
freie Variable bezeichnet. Dies fiihrt dazu, dass das Endschema eine Zeilenstufenform annehmen wird. Der Rang r
entspricht dann der Anzahl Pivotelemente.

- Wichtige Begriffe: Zeilenstufenform
- Allgemeine Losung eines LGS setzt fiir freie Variablen (Vielfache), Parameter ein: x; = « etc.

Algorithmus

Zum Losen des m X n-Gleichungssystems Ax = b setztej := 1,n, = 1,A©® = 4, b© := p, und betrachte das gege-
bene System als O-tes Restgleichungssytem.

j-ter Eliminationsschritt

a) Sind alle Koeffizienten in den [ vordersten Kolonnen des (j — 1)sten Restgleichungssystems0, so sind
Xnj - Xnj+1-1 freie Variablen; streiche diese [ Kolonnen und setzen; := n; + [; falls dann n; > n, setze r :=

Jj — 1 und gehe zum Vertraglichkeitstest.

Wahle in der vordersten Kolonne des verbleiben Restgleichungssystems das j-te Pivotelement aﬁl;l) =0

aus. Fur den Zeilenindex p der Pivotzeile gilt dabei p € {j, ..., m}. Falls p # j, vertausche Zeile p mit der Zeile
j und nummeriere die Koeffizenten der rechte Seiten entsprechend um; das Pivotelement heisst, dann
(-1
A, -
b) Fallsj = m, setze r = m und gehe zum Riuckwartseinsetzen.
Andernfallse berechne fir k =j + 1, ..., m die Faktoren

— -1, (-1
lkj ._ ak,n}' /aj,nj
und subtrhiere das [j j-fache der Pivotzeile (mit Index j) von der Zeile mit Index k:
a,((? = a,(cjl:_l) - lkja}ij_l),i =nj+1,..,n
. 1 1
b]((]) — b]((] ) _ lkjbj(j )

Falls n; = n, si dass obige a-Gleichung leer ist, setze r = j und gehe zum Vertréglichkeitstest. Andernfalls
setze nj, 1 *=n; + 1 undj :=j + 1 und beginne den nachsten Eliminationsschritt.

- Vertraglichkeitstest: Falls m > r und b,(:) # 0 fur ein k > r, so hat das System keine Losung. Abbruch.
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- Rickwartseinsetzen: Bestimme eine Losung des resultierenden Systems in Zeilenstufenform: berechne dazu
firk=r,r—1,..,1
n
= [ ple- (k-1) 1
Xny =\ Pk - Qi Xi | "k—)
i=np+1 ak,nk
wobei die freien Variablen (d.h. jene x; miti & {n4, ..., n,.}) frei wahlbar sind.

1.3 Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems
- mGleichungen, n Unbekannten

S a t zDas3ysteln hat genau dann (mindestens) eine Losung, wenn:

-  Entwederr =m
- Oderr<mundcyiq =Cyp="=¢p=0

Gibt es Losungen, so gilt:

- Fallsr = n: die Losung ist eindeutig
- Fallsr < n:es gibt einen (n — r)-parametrige Lésungsschar.

Koroll ar 1. 3
_ r =n = m oder
i) Ax.—b 3 } r =n <mund
hat genau eine Losung o= =0
r+1 — - tm —
i) Ax=0» _
! hat fiir jedes b (mindestens)eine Losung r=m
Ax=0Db

i) hat fiir jedes b genau eine Losung Sr=m=n

Ko r ol Dialbsung einds quadratischen LGS (mit m = n) ist genau dann eindeutg, wenn das System fir belie-
bige rechte Seiten l6sbar ist (K 0 r falls LG6 quadratisch, nur dann fiir beliebige b 16sbar falls das zugehérige homo-
gene System nur die triviale Losung besitzt).

D e f n iEih G&$heisst homogen falls die rechte Seite aus Nullen besteht, sonst inhomogen. Die Lésung x; = x, =
-« = x, = 0 heisst triviale Lésung, sonst nichttrivial (K 0 r tréten &uf fallsn < r).

Ko r ol Fuaein quhdraffsches LGS Ax = b gelten entweder die vier dquivalenten Aussagen

i) r:=RangA =n - Aistregulir

ii) Fur jedes b gibt es (mind.) eine Lésung

iii) Fur jedes b gibt es genau eine Lésung

iv) Das entsprechende homogene System hat nur die triviale Losung

Oder es gelten die flinf ebenfalls dquivalenten Aussagen

i) 7r:=RangA <n — Aistsingular

ii) Fur gewisse b gibt es keine Losung

iii) Flr kein b gibt es eine eindeutige Losung

iv) Flr gewisse b gibt es unendlich viele Lésungen

v) Das entsprechende homogene System hat nichttriviale Lésungen.

2 Matrizen und Vektoren in R™ und C"

ajx Q12 A1n
a1 Q22+ dpn
A= : : . :
Am1 Amz2 " Amn/ ,un

2.1 Matrizen, Zeilen und Kolonnenvektoren
- Kolonnenvektor:m x 1
- Zeilenvektor: 1 X n

Spezielle Matrizen
- Quadratische Matrix
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€
HHR

@ g) — diag(a,b)

Nullmatrix

Diagonalmatrix

Einheitsmatrix/ldentitat

Untere/obere Dreiecksmatrix

(Z (C’) bzw. (g ‘2)
2.2 Das Rechnen mit Matrizen und Vektoren
- skal are MuUld)plridat on
- Additon zwe@eB);Mdj+HB;zen
- Mul tplikat on g2ZwikeinaSpaltejat ri zen
A:mxn,nB:nXp—>C:=AB:mXp
Cij = zk_l aikbkj = ailblj + aizsz + -+ ainbnj;i = 1, e, n |] = 1, Y

firA:1 Xn,B:nX 1:C:1x1 mita1b1+a2b2+"'+anbn

. (a by (e f)_(ae+bg af+bh)
fur(c d) (g h)  \ce+dg cf +dh

A B c

- Allgemein gilt AB # BA, falls es gilt, so kommutieren diese Matrizen. Jedoch gilt [,,A = A = AL,,, Am Xn
- (A = —(A); (Vi j)
- A4+0=0+A=A
- A+ (A =(A)+A4A=0
- A+X=B,(X);; =B — (A
- Mat-Ve kPo o dhukdx;A:m xXn,x:n

n

b = z A X = Aj1X1 + AjpXp + -+ apxy i =1,...,m
k_

- Li near ko deb\Vektoeet ag, oy, ..., a,
aaq +aza, + -+ aya,
—A=(1 a; - ap)
Satz 2.1

- (ap)A = a(p4h)

- (ad)B = a(AB) = A(aB)

- (a+p)A=(ad) + (BA)

- a(A+B) =(ad) + (aB)

- A+B=B+4

- A+B)+C=A+B+0)
- ABC = (AB)C = A(BC)

- (A+B)C =(4AC) + (BO)

- A(B +C) = (4B) + (AC)

2.3 Die Transponierte einer Matrix; symmetrische und Hermitesche Matrizen
- Transp éAﬁ)iij e gAmxnAlnxm; (A+B)T=AT + BT, (4B)T = BTAT, 47| =
AL (A7) = @™)T
- Ko nj ukgo repr(dg,x=(4),
- Konj utgrieenrstponi erttr/aHespd rtiesrcAh /=44 uAT gider t e
- Sy mme tfalli A € Ad.h.(4);; = (A); (Vi,))

Beispiele (Satz 2.7): AB = BA & AB symmetrisch und fiir beliebige Matrizen AT A und AAT sind symmet-
risch

- Her mi fal &%=t d.h.(4);; = (4),, (Vi,})
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Schief sy mmestyrmnsetthe/—4 k e w
Or t h o gTo=n4all

Satz 2.6

i)

i)
i)
iv)

(AT = A, (A1 = A

(@A)T = adT, (ad)H = aA?

(A+B)T =AT +BT,(A+B)" = A" + BH
(AB)T = BTAT,(AB)® = BH A"

2.4 Das Skalarprodukt und die Norm von Vektoren; Langen und Winkel

SKal ar prRFGaykst xij #t x,y;
No m R x|l =/x? + xZ

. 2
Cosi n uos¢s=a—ts
BT

Eukl idisches Skal ar(py)e=dliyk=ty]_i dn,¢alls Bektordn real dxiyk :+
xMy = Yio1 Xy
Schwar zsic bl giltdg ald Peare x,y € E™:

e, ) < lxll vl (2 K, )2 < (x,x) (v, ¥))
Ortho@onallex Ly
D e f n iEih $kaharprodukt oder inneres Produkt im R™(bzw. C™) ist eine Funktion, die jedem Paar von n-
Vektoren eine reelle (bzw. komplexe) Zahl zuordnet, wobei die Eigenschaften (S1){(S3) [bzw. (S1), (S2"), (S3)]
aus Satz 2.9 gelten.

R . qa d bf — ce . .
Kr euzpdobkuakitxb L b, <b>x<e> :<cd—af>, axb = |lall||b||sin6
¢ f ae — bd

Sat zun2.o9 o2 .l kabdas Skalarprodukt in R™ gilt (in C™ gelten S1 und S3 auch, fiir S2, S4 siehe S5, S6): (je-
weils: w, x,y,z € R" (bzw. C"),a € R (bzw. C)); fur ,Vektorrdume mit Skalarprodukt”: S4/6 wird nicht betrach-

tet/aufgefiihrt)
S1 Esistl i nim Aveiten Faktor
(x,y +2z)=(x,y) +(x,2)
(x,ay) = alx,y)
S2 Esistsymmet ri sch
(x,y) = {y,x)
S3 Esistposdeftnit
(x,x) =0
(x,x)=0=x=0
S4 Esistauch!| i nim esten Faktor
W+x,y)={w,y)+(x,y)
(ax,y) = alx,y)
S5 S2firC™:EsistHer mi t esch
(x,y) = (y,x)
S6 S4fur C™:Esistk 0 n | ulgii néeretsten Faktor

w+x,y)=wy)+(xy)
(ax,y) = al(x,y)

Langhdr2am/ Euk |l i dlil|s=<cfxex) Nor m

im reellen Fall
x| = VaTx = |20, %7

und im komplexen Fall

|lxl| = VxFx = JZF_ 1% 2

Sat z Fu2die 2-Norm in E™ gilt:
N1 Sie ist positiv definit:

llx]| = 0Vvx € E",
x| =0=x=0

N2 Sie ist dem Betrage nach homogen
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llax|l = |alllx|l vx € E", @ € R
N3 Die Dreiecksungleichung gilt
llx £ yll < llxll + llyll vx,y € E"

Sat z von FBryy @B gax laysit: ||x+yl? = ||x]|2 + [[yll?
2.5 Das aussere Produkt und die orthogonale Projektion auf eine Gerade

2.6 Matrizen als lineare Abbildungen
Ist a € E™*" irgendeine m X n Matrix, so kann man die ebenfalls mit A bezeichnete Abbildung
A:E™ » E™, x » Ax

betrachten. Sie hat zwei grundlegende Eigenschaften: Vx, ¥ € E",y € E gilt:

Alx + X) = Ax + A%, A(yx) = yAx
zusammengefasst:

A(yx + %) = y(Ax) + (A%)
- Bi imd = {Ax € E™; x € E"}

2.7 Die Inverse einer Matrix
Eine n X n-Matrix heisst invertierbar, falls es eine n X n-Matrix gibt, so dass AX = I,, = XA ist. Diese Matrix X heisst
Inverse von A und wird mit A bezeichnet und ist eindeutig: AA™! = I, = A™1A.

S at z Difolgénden Aussagen (iber eine n X n-Matrix A sind dquivalent:
i) Aistinvertierbar
ii) Esgibteinen X n-Matrix X mit AX =1,
iii) Es gibt genau eine n X n-Matrix X mit AX = I,
iv) Aistreguldr,d.h. Rang4 =n

Zusatzlich:
iv) Ax = 0 hat nur die triviale Losung x = 0
V) Die Spalten sind linear unabhangig
vi) 0 ist kein Eigenwert

Sat zSind A, B @gulare n X n-Matrizen, so gilt:
i) A listregularund (A1)t =4
ii) ABistregularund (AB)™! =B~1471
iii) AT, A" sind regularund (A7) = (AT, (4"t =A@ DHH
S at z Istd regdulfr, so hat das Gleichungssystem Ax = b flr jede rechte Seite b eine eindeutige Losung und zwar:
x =A"1bh.
Fir A € E?*2;

_ b I rd —b 1 d —b
A 1 a = = —
(c d) detA (—c a ) ad —bc(—c a )

2.8 Orthogonale und unitare Matrizen
Eine n X n-Matrix A heisst unitar, falls A A = I,,. Eine reelle unitire Matrix heisst auch orthogonal; fiir sie gilt ATA =
I,
Sat zSind A4, R @nitare (bzw. orthogonale) n X n-Matrizen, so gilt:

i) Aistregularund A™1 = A" (bzw.A™1 = A7)

i) AAY = I,(bzw.AAT = 1,)

iii) A1 ist unitar (orthogonal)

iv) AB ist unitar (orthogonal)
S at z De2lurcB dine orthogonale oder unitdre n X n Matrix A definierte Abbildung ist linientreu (isometrisch)
und winkeltreu), d.h. es gilt Vx,y € E™:

lAx|l = llx]l, (Ax, Ay) = (x, y)

2.9 Strukturierte Matrizen

- Quadratisch 4 € E™*"
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* * *
0
- ObereDreiecksmatrix(0 S T,untereDreiecksmatrixistanalog
o o0 --- *
* 0 o 0
. .0 x 0
- Diagonalmatrix 00 - 0
0 - 0 =
1 0 0
. 0 1 0
- Identitatsmatrix I,, = 00 - 0
0 « 0 1/,4n
. ~ (A B
- BIockmatrlzenA—(C D)
3 Die LR—Zerlegung
aj; Q12 - Qip lyy 00 -0 0 "1 T2 = Tin
Az1 Gz * d2p _ Iy Ly - 0 1 v Ty
: : . : : : . 0 : : . :
AQm1 Amz2 *° Amn lnl lnz lnn 0 : t Thn
A L R

3.1 Die Gauss-Elimination als LR-Zerlegung
A=LR

S a t zAng8wanHbt auf ein quadratisches Gleichungssystem Ax = B mit reguldrer AMtrix A liefert die Gauss-Elimi-

nation eine die Zeilenvertzuaschungen beschreibende Permutationsmatrix P, eine Rechtsdreiecksmatrix R des redu-

zierten Systems und eine entsprechen rechte Seite ¢ sowie, durch Zusammenziehen der Zeilemenmultiplikatoren [

eine Linksdreiecksmatrix L, wobei alles quadratische Matrizen glecher Ordnung sind und die Beziehungen
PA=LR,Lc = Pbh,Rx =c¢

gelten.

Ist die LR-Zerlegung PA = LR einmal berechnet, so lasst sich irgendein System mit Koeffizientenmatrix A 16sen durch

Aufkdsen von Lc = Pb nach ¢ (Vorwértseinsetzen) und Auflésen von Rx = ¢ nach x (Rickwartseinsetzen).

Rezept
Ax=b

1. L,R,P aus A mit Gauss-Verfahren (Diagonalstrategie, Spaltenmaximumstrategie, relative Spaltenmaximum-
strategie) bestimmen

1 0 O
a. L=la 1 0
b ¢ 1

Fungiert als Logbuch, a, b, ¢ sind die Faktoren, mit denen man die Zeilen abgezogen hat und ist eine
linke/untere Dreiecksmatrix.

a b c
b. R= <0 d e)
0 0 f
Entspricht A am Schluss des Gauss-Verfahrens und ist eine rechte/obere Dreiecksmatrix.

1 0 O

c. P= <0 1 0), Permuatationsmatrix, entspricht den Zeilenpermutationen auf A
0 0 1

Ax = LRx = Pb

Lz = Pb nach z auflésen

Rx = z nach x auflésen

Pivotstrategien

AN

o Kolonnenmaximumstrategie: Im j-ten Schritt wird als Pivot ag._l) jenes Element gewahlt, das unter
allenm — j + 1 Elementen der ersten kolonnen der Restgleichungsmatrix das betragsmassig grosste

ist
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j—1 1

ag; "] = max |ai )|

o Diagonalstrategie

o Relative Spaltenmaximumstrategie: die Zeilen j > k werden multipliziert, so dass das betragsmassig
grosste Element in jeder Zeile gleich 1 ist und vertauscht dann Zeilen sodass das k-te Pivot das be-
tragsmassig grosste Element in Spalte k ist. D.h.: Hierbei werden alle Elemente der i. Kolonne durch

das jeweils grosste Element ihrer Zeile geteilt und dann die Zeile mit dem grossten Wert genommen.

3.2 Die Gauss-Elimination als LR-Zerlegung: der allgemeine Fall

l1 (1) .;1. .(') (:) " (:) (:) O eee Tl,nl eee * eee eee * * eee *
2:1 : ' 0. : ; ; / vee 0 Tz,nz e e * * “ee *\
. . . . . . I R . . I
A= L [ 1 o -« 0 01}]: : : . : S
Livin L1z 0 lLpyrr 10w 8 i o - 0 - 0 - Trn, * i
: : : oo~ 1 0 : : : : :
lml lmz lmr o - 0 1 0 - 0 0 R 0 0 - 0
L

S a t zAng8waridlt auf ein beliebiges m X n-System Ax = B mit reguldrer AMtrix A liefert die Gauss-Elimination
eine die Zeilenvertzuaschungen beschreibende m X m-Permutationsmatrix P, eine m X n Zeilenstufenmatrix R des
reduzierten Systems und eine entsprechen rechte Seite ¢ € E™ sowie, durch Zusammenziehen der Zeilemenmultipli-
katoren lj; eine reguldre m X m Linksdreiecksmatrix L, wobei gilt

PA=LR,Lc = Ph,Rx =
Ist die LR-Zerlegung PA = LR einmal berechnet, so lasst sich irgendein System mit Koeffizientenmatrix A 16sen durch
Aufkdsen von Lc = Pb nach ¢ (Vorwaértseinsetzen) und Auflésen von Rx = ¢ nach x (Rickwartseinsetzen). Beim letz-
teren sind allfdllige freie Variablen (x; mit Indizes k # n; (V))) frei wahlbar.

3.3 Block—LR—Zerlegung und LR-Updating
3.4 Die Cholesky-Zerlegung
A=LDL'(=LLT)
A reell und invertierbar (Hermitesch, positiv definit), L linke Dreiecksmatrix, LT (LH) die transponierte von L, D Diago-
nalmatrix mit D = diag(ry1, 722, Tn)

L e mma Ein8 reell symmetrische oder Hermitesche Matrix, die positiv definit ist, ist regular.

4 Vektorraume

In der Mathematik trifft man vielerorts folgende Struktur an: Die Elemente einer bestimmten Menge lassen sich in
natiirlicher Weise addieren und mit einer reellen (oder komplexen) Zahl multiplizieren (“strecken”), wobei das Resul-
tat beider Operationen je wieder ein Element der Menge ist und gewisse einfache Regeln gelten. Diese Struktur, ge-
nannt Vektorraum oder linearer Raum, kann als Verallgemeinerung des n—dimensionalen Euklidischen Raumes, den
wir in Kapitel 2 behandelt haben, aufgefasst werden.

4.1 Definition und Beispiele

Def niVtekn o rEin\&@ktiomaum V iiber E(:= R oder C) ist eine nichtleere Menge auf der eine Addition
X, yEVHXx+yeV

und eine skalare Multiplikation
a€EEx€eEV»axeV

definiert sind, wobei folgende Grundregeln (Axiome) gelten: (jeweils: Vektoren x,y,z € V und Skalare a, 8 € [E)

Vix+y=y+x
V2 (x+y)+z=x+(y+2)
V3 o€EV mitx+o0=x
V4 Vx3 — x mitx + (—x) = o; Nullvektor
V5 a(x+y) =ax+ay
V6 (a+ B)x =ax+ px
V7 (af)x = a(fx)
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V8 1x =x
Beispiele: C™, Py, E, R, P := Usn—o P
Satz 4.1 & 4.2

- Ox=o0
- ao=o0
- ax=o0=>a=0oderx=o0
- (—o)x = a(—x) = —(ax)
- Fze€eVsdx+y=zundz=y+ (—x)
Def ni t o rkinKpar K ist eine nichtleere Menge auf der eine Addition
a,fEKPHa+peK
und eine skalare Multiplikation
a,fEKPa-LEK
definiert sind, wobei folgende Grundregeln (Axiome) gelten: (jeweils: a, 8,y € K)
KI a+8=8+a
K2 (@+B)+y=a+ (B +y)
K3 30eKmita+0=«a
K4 Vad —amita+ (—a) =0
K a- =0«
K6 (@-B)-y=a-(B-7y)
K7 Va3l e K 1#0mita-1=a«a
K8 Va,a # 0da ' mita- (™) =1
K9 a-B+y)=a-B+a-y
Kio(@+pB)-y=a-v+B-v
4.2 Unterraume, Erzeugendensysteme
De f niUtnd re r Eina nichtleere Teilmenge U eines Vektorraums V heisst Unterraum (und ist selbst ein Vektor-
raum), falls sie bezliglich Addition und skalarer Multiplikation abgeschlossen ist, d.h. falls

x+y€eUax €U (Vx,y €U Va € E)

Sat zst 4e RE" eine relle m X n-Matrix und £, die Menge der Lésungsvektoren x € R™ des homogenen Glei-
chungssystems Ax = o, so ist L, ein Unterraum von R™.

Defniton Li n esaseick Bamlvdktoraumaibser E und a4, ...,a, € V ausgewahlte Vektoren. Ein Vektor
der Form
2

Xi=Y100 o+ Yeap = z YiQ
k=1
mit ¥4, ..., Y_f € E heisst Linearkombination von a4, ... a,.
Defniton auf ges D& Neangeealler Lindankdbnebinatioaen van a4, ..., a, heisst der von ay, ..., a,
aufgespannte (oder erzeugte) Unterraum oder die lineare Hille von ay, ..., a,. Er wird bezeichnet mit:
£
Span{all ey af} = Z YrQk s Vi) Ve eE
k=1
Der von einer unendlichen Folge oder Menge S € I erzeugte Unterraum st gleich der Gesamtheit aller Linearkombi-
nationen endlich vieler Vektoren aus S:

m
ZYKak;m € N; ai, ...,y € Siyl' - Vm €EE

spanS§ = {
k=1

Def ni t ogne nBd gz £ Mie \faktoren a4, ..., a, bzw. die Menge S heissen Erzeugendensystem von
spanf{ay, ..., a,} bzw. span S.

Bei sDEimne-Il Monome 1,¢, t2, ..., t™ sind ein Erzeugendensystem des Raumes P, aller Polynome vom Grade <
m und sind linear unabhédngig und bilden damit die (Standard-)Basis des Raumes P.
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4.3 Lineare Abhangigkeit, Basen, Dimension
Def ni t o( uha mhe&ie gektagen a,, ..., a, € V heissen linear abhangig, falls es Skalare y4, ..., ¥, gibt, die
nicht 0 sind und fir die gilt:
Y101 + -+ yeap, =0
Andernfalls wird impliziert, dass y; = -+ = y, = 0 und damit sind die Vektoren linear unabhangig.
Def ni t obnlinBaauhablgingiges Erzeugendensystem eines Vektorraums V heisst Basis von V.

- Dien Einheitsvektorenin E™ bzw.dieSt andar dbasi

A
o/ Y

- DienKolonnen by, b,, ..., b, € E" einer n X n Matrix B bilden genau dann eine Basis von E", wenn B regu-
lar ist.

S a t zBesidzt einh Vektorraum I ein endliches Erzeugendensystem, so besteht jede Basis von V aus derselben Zahl
von Vektoren.

Def ni t on DiéZahedar 8asiweRtoren (in jeder Basis) eines Vektorraumes V mit endlichem Erzeugensys-
tem heisst Dimension von V und wird mit dim V bezeichnet. Ein solcher Raum ist also endlich-dimensional [finite
dimensional]. Falls dimV = n gilt, so sagt man, V sei n—dimensional.

L e mmalst #b;,.8, b, } ein Erzeugendensystem von V, so ist jede Menge {a;, ..., a,} € V von £ > m Vektoren
linear abhangig.

Kor ol |lmaeinemdektbreaum V endlicher Dimension ist jede Menge von n = dimV linear unabhangigen Vek-
toren eine Basisvon I/.

S at z Jedk Mdnge linear unabhangiger Vektoren aus einem Vektorraum V lasst sich erganzen zu einer Basis von
V.

Sat z {b4.., B,Pc Vist genau dann eine Basis von V, wenn sihc jeder Vektor x € V in einduetiger Weise als Li-
nearkombination von by, ..., b, darstellen lasst:
n
X = z $rebi
k=1

D e f n iDIe Koeffizienten &, heissen Koorindaten von x bezlglich der Basis {by, ..., b, }. Der Vektor é =
(&, -+ &7 € E™ist der Koordinatenvektor.

Wird mit Gauss das homogene n X k LGS fur die triviale Losung aufgeldst und der Rang r bestimmt, so gilt folgendes:

- r < k — linear abhéngig

- r =k — linear unabhingig

- r =n - Erzeugendensystem
- r =k =n - Basis

4.4 Basiswechsel, Koordinatentransformation

Sat zEsdeiéEZE - &,)T der Koordinatenvektor eines bliebenigen Vektors x € V beziiglich der alten Basis,
undessei &' = (& - &)T der Koorindatenvektor deises Vektors x beziiglich der neuen durch
n
b;( = Z Tikbi'k = 1, W, n
i=1

gegeben Basis, so dass

n n
¢ibp=x = Z &xby
=1 k=1

l
Dann gilt fur diese Koorindatentransformation
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n

fi = Ztikgllc’i = 1, v, n

k=1
d.h. esist
§=T¢
wobei die Transformationsmatrix T regular ist, so dass also
g =T"%

5 Lineare Abbildungen

5.1 Definition, Beispiele, Matrixdarstellung
De f n iEds@ F: X — Y irgendeine Abbldung. Die Menge F(X) der Bildpnkte von F heisst Wertebereich oder Bild
von F und wird mit im F bezeichnet:
FX)=imF:={F(x) eY;x€eX}CY
Ist F(X) =Y, soist F eine Abbildung auf Y und heisst auch surjektiv. Gilt
Fx)=F(x")=x=x'
so heisst F einduetig oder injektiv. Eine Abbildung, die surjektiv und injektiv ist, heisst eineindeutig auf oder bijektiv.
Ist F bijektiv, so ist die inverse Abbildung F~! definiert.
De f n iEihedAbbildung F: X — Y, x — Fx zwischen zwei Vektorraumen X und Y heisst linear, wenn Vx, ¥ € X und
Vy € E gilt
F(x+%)=Fx+ F% F(yx) =y(Fx)
X ist der Deinifiotnsraum, Y der Bildraum der Abbildung.
Def niltsmmmo r pEimé emeindestige lineare Abbildung von X auf Y heisst Isomorphismus. Ist X = Y, so
heisst sie Automorphismus. Ist F: X — Y ein Isomorphismus, so ist die inverse Abbildung F~1:Y — X linear und auch
ein Isomorphismus.

L e mmasing X, B Z Vektorraume Gber Eund F: X » Y, G:Y — Z linarea Abboildungen, soistauch Go F: X —» Z
linear. Sind A, B die Abbildungsmatrizen zu F, G bezliglich der festen Basen in X,Y, Z, so hat G o F die Abbildungs-
matrix BA.
5.2 Kern, Bild und Rang
Def ni t oDerKdfnéer A von F ist das Urbild vono €Y.

kerF:={x€eX;Fx=0}S X

- Ker Fist ein Unterraum von X und im F ist ein Unterraum von Y.
- ker A ist die Ldsungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = o
- im A ist die Menge der rechten Seiten b, fiir die Ax = b eine Losung hat.

S at zF isbgenéu dann injektiv, wenn ker F = {0}
Sat zdimX —dimker F =dimimF & dimX — dimker F = Rang F
Kol @alr Folgend8s gilt
i) F:X - Yinjektiv < RangF = dimX
ii) F:X — Y bijektiv & RangF = dimX = dimY
iii) F:X — X bijektiv & RangF =dimX & kerF =o
S at ZZwebVekBborraume endlicher Dimension sind genau dann isomorph, wenn sie die gleiche Dimension haben.
Sat zSinbdF:X©®Y,G:Y — Z lineare Abbildungen (wobei dim X ,dimY < o), so gilt:
i) RangFG < min{Rang F ,Rang G}
ii) G injektiv = RangGF = RangF
iii) F surjektiv = Rang GF = Rang(G
Addi tonal
- imAlkerAT; ueimA,vekerdT :(u,v) =uTv=0

5.3 Matrizen als lineare Abbildungen

Es sei A = (ay;) eine m X n-Matrix. Wir bezeichnen ihre n Kolonnen wieder mit ay, ..., a,, so dass
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A=(a1 a; - ayp)

D e f n iDéraon den Kolonnen von A aufgepsannte Unterraum R(A) := span{a,, ..., a,} heisst Kolonnenraum
oder Wertebereich von A. Der Losungsraum L, des homogenen Systems Ax = o heisst Nullraum N (4).

S at z FastmdnHie Matrix A als linare Abbildung auf, so ist das Bild von A gleich dem Kolonnenraum doer Wer-
bereich von A und der Kern von A ist gleich dem Nullruam von A:

imA = R(A),ker A = N (4)
Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann I6sbar,w enn b im Kolonnen raum von a liegt. Eine allfallige Lsung ist
ganau dann eindeuti, wenn V' (4) = {0} ist, das heisst das homogenen System nur die triviale Lésung hat.

S at z BeteichtheRr den Rang der Matrix A und L, den Ladsungsraum von Ax = o, so ist
dim£Ly = dimN (4) = dimkerA=n—r

S at z DebRang &nerm X n Matrix A ist gleich:

i) der Anzahl Pivotelemente bei der Reduktion von A auf Zeilenstufenform;
ii) dem Rang der linearen Abbildung A: E™ — E™, definiert als dimim A
iii) der Dimension des Kolonnenraums (,,Kolonnenrang”), definiert als Anzahl linear unabhangiger Kolonnen (€
E™)
iv) der Dimension des Zeilenraums (“Zeilenrang” ), definiert als Anzahl linear unabhéngiger Zeilen € E™
Kor ol | RangAT5=.RdngA" = RangA

S at z FuibdenXd@donnenraum einer m X n-Matrix A gilt:
imA =R(A) = R(A) = span{anl, ...,anr}

worin ay_, ..., ay_die Pivotkolonnen von A sind und A die daraus gebildete m x r-Matrix bezeichnet.
S at z EsSeienlde E™ ", B € EP*™, Dann gilt:

i) RangBA < min{Rang B, Rang A}

i) RangB = m(< p) = RangBA = RangA

iii) RangA = m(< n) = RangBA = RangB
Kor ol |Easeiend € "™, B € E™*™, Dann gilt:

i) RangBA < min{Rang B, Rang A}

ii) RangB = m = RangBA = RangA4

iii) RangA = m = RangBA = RangB
S at z FubeinelgBadratische Matrix A € E™*" sind folgende Aussagen dquivalent:

i) Aistinvertierbar

ii) Aistregular

iiij RangA =n

iv) Die n Kolonnenvektoren von A sind linear unabhénigg

v) Die n Zeielnvektoren sind linear unabhangig

vi) imA = R(A) = E"

vii) ker4 = N (4) = {o}

viii) Die lineare Abbildung A: E™ — E" ist ein Automorphismus

ix) A ist die Transformationsmatrix einer Koordinatentransformation in E"

Zusatzlich

Die Idee bei der Transformation einer linearen Abbildung in eine Matrix ist, die Linearitat zu benutzen, sprich die Ab-
bildung ist eine Linearkombination der Basen (welche einzeln transformiert werden kénnen).

5.4 Affine Raume und die allgemeine Losung eines inhomogenen Gleichungssystems
Defniton amnaendTaif Ine &std bibethterdJtnérrgum eines Vektorraumew V und uy € V, so
heisst die Menge

ug+ U :={uy, +u;u eV}
ein affiner Teilraum. Ist F: X = Y eine lineare Abbildung und yy € V, so ist

HX->y,+Y,xoy,+Fx
eine affine Abbildung.
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5.5 Die Abbildungsmatrix bei Koordinatentransformation

- dimX =n,dimY =m reX F yey
- F:X —,x » y,lineare Abbildung ’

A o EtEen lin. Abb. |
die entsprechende Abbildungsmatrix ‘ T 1 ‘ T 1 (Kogrdmaten—
. TE" S ELE ¢ Ex | | Ky Ky | | Ky E:bblld}’lng bzgl.
eine Transformationsmatrix in E" L L alten” Basen)
- SIET S ET ' e, (Koordinaten
eine Transformationsmatrix in E™ E c En A nc E™ bzg]. “alten”
Abb.matrix Basen)

6 Vektorraume mit Skalarpro-

dukt -1 TT g1 TS (Koordlnatel}—
transformation)
6.1 Normierte Vektorraume ' L
Def nit ol|:WN-eR,m~ |x| hatfol- (Koordinaten
de Ei haften: ! B / « ”
gende Eigenschaften ¢ e En n € Em bzgl. “neuen
N1 Positiv definit Abb.matrix Basen)

x|l >0vx eV
x| =0=x=0
N2 Sie ist dem Betrage nach homogen
lax|| = |a]llx|| Vx € V,a € E
N3 Die Dreiecksgleichung gilt
llx + w1l < llxll + NIyl

Ein Vektorraum mit Norm heisst normierter Vektorraum.

Verschiedene Normen

- 2-Norm: ||x|| := /(x, x)
- Ly-Norm: If]l; = fab|f(t)|dt

- Ly-Norm oder Maximumnorm: || flo = max |f(t)]
t€la,b]

6.2 Vektorraume mit Skalarprodukt
Def nit on S kiia$kaarppdula id ainknt reellen (=Euklidischen) oder komplexen (=unitdren) Vektorraum
ist eine Funktionen zweier Variablen
(.,.):V XV > E, x,y - (x,y)
mit folgenden Eigenschaften: (jeweils: x,y,z € V,a € E)

S1 Esistl i nim aveiten Faktor
(x,y +2z) =(x,y) +(x,2)
(x,ay) = alx,y)
S2 Esistsymmet ri sch
(x,y) = {y,x)
S3 Esistpositv defnit
(x,y) =0
(x,x)=0=>x=0
S4 S2firC™:EsistHer mi t esch
(x,y) = {y,x)
Defniton Nlptms{{k&nge
Satz 6.1 Schwamggelh|e,ylda lixlllellimi Glaichhgit fir 3o € Esd.ax =y

Def ni t o nDerWinkelkp @ K ¢ < mzwischen zwei Vektoren x, y ist gebebn durch
Re(x, y)

[l Iyl
Falls (x, y) = 0 sind die beiden Vektoren orthogonal (senkrecht) zueinander: x L y.

¢ == arccos
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Sat z von xPyyt=hle dllf alkl? +[lyll?

6.3 Orthonormalbasen
S a 6 zEBe Menge M von paarweise orthogonalen Vektoren ist linear unabhangig, fallso & M.

Def nidrothhogon(albg==08falsk Sl
Defnitomoomilert/ d&bg, b,h=0lnvkyzmazlich: bbT = 1

S at zst1Bein A-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt und {by, ..., b, } eine Orthonormalbasis, so gilt Vx €

4
n
x= ) (b2 by

k=1 =8k
Das heisst fir die Koordinaten beziiglich einer Orthonormalbasis gilt einfach &, = (by, x).

Satz 6.5 Par $meevdedVeraufsetzungewvonBazl6.4 gilt mit &, := (b, x) und 1y, = (b, y),
(k=1,..,n):

()= ) G = €' = ()
k=1

das heisst, das Skalarprodukt zwei Vektoren in V ist gleich dem (Euklidische) Skalarprodukt ihrer Koordinatenvektoren
in E™. Insbesondere gilt:

Ixll =11, 2Coy)=2En), xlye§ln
Gr aSrt h @ rdtt h o geornuan g ssv €sref ag, &, [...8 ¢ine endliche oder abzdhlbare, linear unabhangige
Menge von Vektoren. Wir berechnen eine gleich grosse Menge {b4, b,, ... } von Vektoren gemass

a;
by = —
Y gl

(k-1)
be=a— ) (bpadb,  (k=23..)
j=1

S

i
I

by, b,, ... sindnormierund paarweise orthgonal und
span{aq, a,, ..., a;} = span{by, b, ..., by}

Zusatzlich: B e a cdastM@us vor der Summe gilt fiir jeden Term!

b= (k=23..)

S

k

Um einen Vektor in der neuen Basis darzustellen, gilt folgendes: v € V:v = Y, x;b; > v = Zj x}b} wobei x{ =
Z}?:l T;jx; mitT = Transformationsmatrix

Kor ol Fuainem Bektdrraum mit Skalarprodukt von endlicher oder abzihlbar unendlicher Dimension gibt es
eine orthonormierte Basis.

6.4 Orthogonale Komplemente
Kor ol Inaiem \&ektaBraum endlicher Dimension mit Skalarprodukt kann man jede Menge orthonormaler Vek-
toren zu einer orthonormalen Basis erganzen.

Def niotrarh o gbammg le amethentendlich-dimensionalen Vektorraums V mit Skalarprodukt heisst der
zu einem echten Unterraum U orthogonale komplementare Unterraum das orthogonale Komplement von U und
wird mit U+ bezeichnet.
Ut={xeV;x LU}
dimU + dimU* = dimV
Als Anwendung. In R (fiir C: AT = A):
XEN(A) & Ax =0 & x LR(AT) & x € (RAN)"
S a t zFir 6ine Bomplexe m X n-Matrix mit Rang r gilt: (fir R: A7 = AT):
N = (RAD) c B, N(@AF) = (R(A))" c E™
N(A) & R(AT) = E", N(AT) @ R(A) = E™
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dimR(4) =, dimNA) =n—r
dimR(4") =, dimNAY) =m—r
6.5 Orthogonale und unitdre Basiswechsel und Koordinatentransformationen

Sat z & 6 S 4 0 Rkie TABnsfdrrhationsmatrix einer Basistransformation zwischen orthonormierten Basen ist uni-
tar (C) bzw. orthogonal (R). Fur by, = Y7L, Tib;, k = 1, ..., n gilt folgende Verknupfung der Kooridnatenvketoren
§=T¢, & =T
Korollar 6.12
€'y =&
N =1ell,  2& n)=2&n, & Llne&lny

Vektorrdnme

re X F zeY
€ - € mit Skalarprodukt
lin. Abb.
) T -1 . T ~1
R i Aoy Ry i Ry
Koordinaten bzgl.
T A m g
Lk nek “alten” Orthonormal-

Abb.matrix .
‘ basen in X und YV

nT-u
T“=TH“T s-1=s“[

Koordinaten bzgl.

6’ E ]En B ?If 'E Em
Abb.matrix

“neunen” Orthonormal-
basen in X und Y

6.6 Orthogonale und unitare Abbildungen
(x',y') = (Fx,Fy) = (x,y)
S at z FubBeinelo&hogonale (unitdre) Abbildung F: X — Y gilt:

i) Langentreu ||Fx|ly = llx|lx,Vx € X
ii) Winkeltreux Ly=Fx L Fy
iii) Injektivker F = {0}

Flr zusatzlich dim X = dimY < oo:

iv) F isteinIsomorphismus

v) Ist{by, ..., by} eine Orthonormalbasis von X, so ist Fby, ... Fb,,} eine Orthonormalbasis von Y
vi) F~1istunitir (orthogonal)

vii) Die Abbildungsmatrix A ist bezliglich orgnonmierten Basen in X, Y unitar (orthogonal).

L e mma Sibd.Fi1X4> Y und G:Y — Z zwei unitare (oder orthogonale) Isomorphismen endlich-dimensionaler
unitdrer (bzw. orthogonaler) Vektorrdume, soauch Go F: X — Z .

L e mma IsbV.eibh d-dimensionaler unitdrer (oder orthogonaler) Vektorraum mit Orthonormalbasis, so ist die
Koordinatenabbildung Ky,: V — C" (bzw.V — R"™) ein unitarer (bzw. orthogonaler) Isomorphismus.

L e mma Dieé Matrig A € C™*™ (bzw. R™") ist genau dann unitédr (bzw. orthogonal), wenn die lineare Abbildung
A:C" - C" (bzw.R™ - R™) unitar (bzw. orthogonal) ist.

6.7 Normen von linearen Abbildungen (Operatoren) und Matrizen
Def nit on Bsaeeecltzéennkomierte Vektordume mit den Normen ||. ||, |l. |ly. Eine lineare Abbildung
F.X — Y heisst beschrankt, wenn es ein yr = 0 gibt mit
IFOly < vrellxllx, Vx € X
Die Gesamtheit solcher linearer Abbildungen (Operatoren) F zwischen X und Y heisst L(X,Y).Darin definiert sind:
F+G:xeXwv (F+G)(x):=Fx+Gx, VF,G € L(X,Y)
aF:x € X (aF)(x) = aFx, Va € E,VF € L(X,Y)
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Defniton induzrimrte Operatorno

| Fx|ly
II.1: £(X,Y) = R, F & [[F]|| :== sup < [FIl= sup [[Fx|ly
x=0 lIxllx Ixllx=1
Def niithadmu zMagrrtiex nor m
|| Ax||
I [I: E™™ > R,A & [[A]| :== sup——+ < lAll = sup [|Ax]|
x=o |1l lxll=1

Def niStpeerkt r a-Naomm/ 2

| Ax]|,
lAll,; = sup < ||All, = sup [[Ax]l,
x=0 |1xll2 llall =1

S at z Diéinduzi8te Operatornorm hat die folgenden Eigenschaften:

OpN1 Positiv definit
IIFIl =0, VF € L(X,Y)
|Fl=0=F=0
OpN2 Dem Betrage nach homogen
|aF|| = |alllF|l, VF € L(X,Y),Va € E
OpN3 Dreiecksungleichung
IF +Gll <IIFIl+lGll,  VF,G € L(X,Y)
OpN4 Flir zusammengesetzte Abbildungen gilt
IIG o FIl < lIGIIIIFII, VF € L(X,Y),G € L(Y,Z)
OpN5 Kompatibel mit den Vektornormenin X,Y

IFxlly < [IFllllxllx,  VF€L(X,Y),vx €X

Defniton Matri xnorm
I [I: E®™" > R, A = ||A]
mit
lAx]l < [|Allllx|l, VA € E™",x € E"
Defniton -Wommenius

Def ni tNoonr-)mhad inszca h |

K(4) = lAllIIA7]]
K, (A) = lAllLllA7 I,

7 Die Methode der kleinsten Quadrate und die QR—Zerlegung einer Matrix

7.1 Orthogonalprojektionen
D e f n iEihedineare P: E™ — E™ heisst Projektion oder Projektor, falls
P2=p
Eine Projektion heisst Orthogonalprojektion oder orthogonaler Projektor, falls zusatzlich gilt
kerP L imP d.h.NV(P) L R(P)

Andernfalls ist es eine schiefe Projektion.

L e mmalst P einlProjektor, so ist auch I — P ein Projektor und es gilt:
iml — P =KkerP,ker] — P =imP

S at zFir &iner2Projektor P: E™ — E™ sind folgende Aussagen dquivalent:

i) P istein orthogonaler Projektor
ii) I — P istein orthogonaler Projektor
i) PE =P

L e mma Sind die3Kolonnen einer m X n-Matrix A linear unabhingig (= Rang A = n(< m)), so ist A A regular.
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S at zDie Drthdgonalprojektion P4: E™ — im A € E™ auf den Kolonnenraum R(A) = im A einer m X n-Matrix A
mit Rangn (< m) ist gegeben durch
P, = A(AHA)~1AH
Ko r ol DiaQrthogonabprojektion Py: E™ — im Q S E™ auf den Kolonnenraum R(Q) = im Q einer m X n-Mat-
rixQ = (g1 - gy,) mitorthongonalen Kolonnen ist gegeben durch
Pq = QQ"
Es gilt also fiir jedes y € E™

n
q;4q;,y)
j=1

n
Poy = QQMy = Z q;q}'y =
j=1
S a t zFir €ine O6rthogonalprojektion P gilt
ly = Pyll; = min |ly — z|l;
Z€EIM P

Zusatzlich:

7.1.1 Beispiele
cosp —sing 0
- Givens-Rotation: Drehung um @ um die z-Achse im gegen UZS: | singp cos¢g 0
0 0 1

0 0 O
- Orthogonale Projektion auf y-Achse: (0 1 0)
0 0 O

0 0 O
- Orthogonale Projektion auf yz-Ebene mit Streckung um a > 1: (0 1 0>
0 0 «a

0 0 O
- Orthogonale Projektion auf yz-Ebene mit Streckung um 4 und Spiegelung von y in xz-Ebene: (0 -1 0)
0 0 4

7.2 Die Methode der kleinsten Quadrate
Sat zEssd@i A @E™™ RangA = n < m,y € E™. Dann hat das iiberbestimmte Gleichungssystem Ax = y eine
eindutig bestimmte Lésung x im Sinne der kleinsten Quadrate, d.h. x mit
lAx — ylI?> = min|lA% — y|I?
X€EEN
x kann berechnet werden durch Losen des reguliren Systems der Normalgleichungen, welche lautet: ATAx = ATy.
Der Residuenvektor r := y — Ax steht senkrecht auf R(4).

Beispiel: Sollen die Werte (x;,v;),i = 1...n in ein Polynom zweiten Grades ax? + bx + ¢ angepasst werden, so hat

2 1 0
X1 X1 X

die Matrix 4 folgende Gestalt A = : P y=01  y)TLx=(@@ - n)T.

Xn Xn Xn

L e mm a Untér.déh Voraussetzungen von Satz 7.7 kann man die Kleinste-Quadrate-Losung x bestimmen, indem
man die Kolonnen al, ... a,, von A und den Vektor a,, .1 == y dem Schmidtschen Orthogonalisierungsprozess unter-
wirft und so das Lot

Gn+1 =y —Ax =71 L R(4)
von y auf R(A) = span{ay, ..., a, } bestimmt. Das Gleichungssystem Ax = y — §, ist dann exakt nach x auflésbar.

7.3 Die QR—Zerlegung einer Matrix

k-1
a; ~ Gk
q1 :=m' qx = ak_z qj(qj'ak)' dx = ”~ ”' (k=2""’n)
1 = Ak
k-1
a=allal  a=alid+ ) glga), k=20
=1
ry = el me=Agpan), =3, j=1. k-Lk=2.,n

k-1 k n
ak=rikk+ZCIjTjkzzq]'rjk=zq]rjk, k=1,..,n
j=1 j=1 j=1

7/30/2014 Linus Metzler 19|24



A= (a1 - ay), Q=01 - qn), R=1 . :
0 ees 0 Ton s
Def niQReakt or iDiedertegungA g QR einer m X n Matrix A mit Maximalrangn < mineinem X n

Matrix Q mit orthonormalen Kolonnen mal eine n X n Rechtdreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen heisst
QR—Faktorisierung von A.

Def nitRé@r | eDjedenegung A = QR = (Q Qperp) (g) = QR einer m x n Matrix A mit Maximalrang
n < min eine unitire (orthogonale) m x n Matrix Q mal eine (rechteckige) m X n Rechtdreiecksmatrix mit positiven
Diagonalelementen heisst QR—Zerlegung von A.

S a t zDas Gran®Schmidt-Verfahren, angewandt auf die Kolonnen al ..., a, einer m X n-Matrix A lieftert die QR-
Faktorisierung dieser Matrix. Ergdnz man A durch den m-Vektor y, so liefert das Verfharen (vor dem Normieren) zu-
satzlich den zu R(A) orthononalen Residuenvektor r gemass der Formel

r=y- z q;{q;,¥) =y — QQ"y
j=1
Die Lésung x des Kleinste-Quadrate-Problems erfillt das durch Riickwartseinsetzen |6sbare System
Rx = Qfy

7.4 Die QR—Zerlegung mit Pivotieren

8 Determinanten

8.1 Permutationen

Defniton Per mut atEmnePer&utafion womnsElpneestdn tst@ime eineindeutige Abbildung der
Menge {1, ..., n} auf sich. Die Menge aller dieser Permutationen sei S,,. Eine Transposition ist eine Permutation, bei
der nur zwei Elemente vertauscht werden.

S at zEsghtnlPermutationeninS,.

Defnit on51g1$p|:g{

8.2 Determinante: Definition, Eigenschaften
Def niDtedrer mi nant e

detd = Z SIgN P * a1p(1)A2p(2) " Anp(n) = Al
PESn

+1, falls |Transpositionen| gerade
1 Fnlls | Transpositionen| ungerade

Rgel von Sarrus
|a11 Qi

= A{1Ayy — Up1Q
as a22| 11422 21012 \ \\ \\
= a11Q22033 + A31032013 + A31012073 \\ \\ \
— A31032013 — A210A12033 — A110320723

Sat z& 8.a3nmd t8 .Kb r @bige Refinitidh del D@- Cb31

terminante ist ein Funktional det :E™"™ > E, A — det4 mit
den folgenden Eigenschaften:

CE12
deta;; = agy,

a1 Q12 Qi3
az1 Q2 a3
asz; Qazz 0ass

i) det isteinelineare Funktion jeder einzelnen Zeile (bzw. Kolonne) der Matrix.

ii) Werden in A zwei Zeilen (bzw. Kolonnen) vertauscht, so wechselt det A das Vorzeichen.
iii) detl =1

iv) Hat A ein Zeile (bzw. Kolonne) aus lauter Nullen, soist detA = 0

v) detyAd =y"detd

vi) Hat A zwei gleiche Zeilen (bzw. Kolonnen), so ist detA = 0
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vii) Addiert man zu einer Zeile (bzw. Kolonne) von A ein Vielfaches einer anderen Zeile (bzw. Kolonne) von A4, so
andert sich der Wert von det A nicht.
viii) Ist A eine Diagonalmatrix, so ist det A gleich dem Produkt der Diagonalelemente.
ix) Ist A eine Dreiecksmatrix, so ist det A gleich dem Produkt der Diagonalelemente.
S at ZFiur§edem x n-Matrix A gilt
detA # 0 © RangA = n © Aistregulir & A~! existiert & Ax = 0 hat nur die triviale Lésung < Ax
= b istfiir jedes b eindeutig losbar < Zeilen und Spalten sind linear unabhangig
detA = 0 & Aistsinguldr & Ax = 0 hat oo Losungen < Ax = b hat 0 oder o Losungen
Wendet man auf A den Gauss-Algorithmus an und ist dabei Rang A = n, so ist det A gleich dem Produkt der Pivotele-

mente multipliziert mit (—1)Y, wobei, v die Anzahl der ausgefiihrten Zeilenvertauschungen bezeichnet:
n

detd = (_1)1/ Hrkk

k=1
Sat zdet8B =detA - detB
Kor ol WUeegulir8let8 ! = (detd)™?!

S a8 zdetAT = detA ,detA” = detA

8.3 Entwicklung nach Zeilen und Kolonnen
Def ni t on Zuledein&lértern ay, einer n X n-Matrix A werde die (n — 1) X (n — 1)-Untermatrix A[y ;) defi-
niert durhc Streichen der Zeiel k und der Kolonne [ von A. Der Kofaktor Kj; von ay; ist dann die Zahl
Kkl = (—1)k+l detA[k,l]
L e mma Esei Aeine Matrix, in deren [-ter Kolonne nur das Element ay; # 0 ist. Dann gilt
detAd = alekl
Sat zlIst8 eink 2 X n-Matrix, so gelten fir jedes feste k € {1, ...,n},l € {1, ..., n} die Formeln
n

n
detd = z akliKki und detd = z ailKl-l
i=1 i=1
Entwicklung nach der k—ten Zeilen Entwicklung mach der I-ten Kolonne

8.4 Determinanten von Blockdreiecksmatrizen
S at z FuB2.xR2HBockmatrizen gilt:

|g g|=detAdetD bzw.|§ g|=detAdetD

9 Eigenwerte und Eigenvektoren

9.1 Eigenwerte und Eigenvektoren von Matrizen und linearen Abbildungen
Def nit ore r&kiggeenwiedah A0erE heisst Eigenwert der lienaren Abbildung F: X — Y, falls es einen
Eigenvektor v € V, v # o gibt, so dass
Fv=21v
Ist A ein Eignwert,so ist der zugehorige Elnegraum E; gleich der um den Nullvektor erweiterten Menge der Eigenvek-
toren zu A:
Ey={veV;Fv=21v}

Le mmaFvSElle AE = AE
Lemmak;$keRF — Al

Defniton geomet r(iGabeemetyische Vielfaahbelt déinesiEigenwerts A ist gleich der Dimension
von Ej.

Falls )}; GV = n — A besitzt eine Eigenbasis.
Ko r ol WNistgenaddard ein Eigenwert von A € E™*™, wenn A — Al singular ist.

! Erganzt mit Wissen aus Ubung
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E; =kerA — Al A-Av=o dimE; = dimker A — Al = n — RangA — Al

R —
Eigenraum Loésungen v des homogenen GS geometrische Vielfachheit

Defniton char akt g,1):s tlesAc—le=s(—"oH Syundd A1)~ + .- + det A
Def nicthaamr akt eGli sit gjihre
Def niStpaum / Spurd & @A :=ay; +az, + -+ apy = Xizg i trAB = X1 XL, AyjByj; tr AB = tr BA

S at zi eEistgenau dann Eigenwert der Matrix A € E™™ wenn A Nullstelle des charakteristischen Polynoms y4
ist, das heisst eine Losung der charakteristischen Gleichung ist.

Def niton al gebr &AWVigalgebraisthe Helfachaett dinks€igetwertes A ist die Vielfachheit von 4

als Nullstelle des charakteristischen Polynoms.
Z AV =n
i
Esgilt: 1 < GVA* < AVA*

Berengnvuon Eigenwerten und Ei genyv elkndieoEigenwerteund&igevdk-a r a k
toren einer Matrix A € C™*™ zu bestimmen, kann man theoretisch wie folgt vorgehen:

1. Berechne
xa(1) :=detA — Al

2. Berechnen der n Nullstellen A4, ..., 4, von y4. Die Vielfachheit einer Nullstelle ist gleich der algebraischen
Vielfachheit dieses Eigenwertes.

3. Fiir jeden verschiedenen Eigenwert A;: Bestimmung einer Basis des Kernes von A — 1,1, des Eigenraumes zu
A. Das heisst Berechnung (maximal vieler) linear unabhangiger Lésungen des singuldaren homogenen Glei-
chungssystems (A — A, I)v = o Dazu reduziert man A — A, I mit dem Gauss-Algorithmus auf Zeilenstufen-
form und wahlt von den n — r freien Parametern der Reihe nach immer einen # 0 und die anderen 0. Die
Dimension n — r des Losungsraumes ist gleich der geometrischen Vielfachheit dieses Eigenwertes.

9.2 Ahnlichkeitstransformationen; die Eigenwertzerlegung

S a t zAhn9cheMatrizen (A = B = T~ AT) haben dasselbe charakteristische Polynom; sie haben also die gleiche
Determinante, die gleiche Spur und die gleichen Eigenwerte. Sowohl die geometrische als auch die algebraische Viel-
fachheit eines Eigenwertes ist bei ahnlichen Matrizen gleich.

S at zZuebher Matrix A € E™*™ gibt es genau dann eine dhnliche Diagonalmatrix A, wenn es eine Eigenbasis von A
gibt. Fir die regulare Matrix
Vi=(Ur o Vo)

mit dieser Eigenbasis als Kolonnen gilt dann

AV = VA, dhA=vAy?
Gibt es umgekehrt eine reguldre Matrix V € E™*™ und eine Diagonalmatrix A € E™*", so dass die letzte Gleichung
gilt, so sind die Diagonalelemente von A Eigenwerte von A und die Kolonnen von V entsprechende Eigenvektoren,
die eine Eigenbasis bilden.
Defniton Spektr alzaeyg hg=glAn§ falEdingliegonales A existiert, heisst A diagonalisier-
bar.

T
Kor ol |A=Y}9 v AW,
Flr eine n X n-Matrix sind dquivalent:

- Halbeinfach: AV = GV, vA1*
- Besitzt eine Eigenbasis
- Ist diagonalisierbar

In den Spalten von V sthen die Eigenvektoren von A (falls sie eine Eigenbasis bilden). Die dazugehérigen Eigenwerte
stehen in der Hauptdiagonale von A an der gleichen Position.
9.3 Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer und Hermitescher Matrizen
Sat zIst9 € €"5" Hermitesch, so gilt
i) A, .., A, ER
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ii) Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind paarweise orthogonal in C*
iii) Es gibt eine orthonormale Basis des C™ aus Eigenvektoren uy, ..., u, von A
iv) Firdie unitire Matrix U := (U1 =+ Up) gilt

UHAU = A = diag,, ..., 4,

Kor ol |4 e Y™ dy@metrisch, so gilt:
i) Ay, .., A, ER
ii) Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind paarweise orthogonal in R™
iii) Es gibt eine orthonormale Basis des R™ aus Eigenvektoren uy, ..., U, von A
iv) Fir die orthogonale Matrix U := (W1 = Uy) gilt
UTAU = A = diag,, ..., A

9.4 Die Jordansche Normalform

A=yl
Koo 0 (A
0 ]2 e 0 0 Ak 1 . :
]:= : : | ]k =(Ak)=| 0 |
) ' : oA 1
Ju \0 S

10 Anwendungen der Eigenwertzerlegung
Ver fahren
Y1

1. DGLin Form y;Z = y = Ay bringen
Yn

2. DundT fiir Abestimmen A = TDT ™1

3. x = Dx ist ein entkoppeltes System

4. x;=c;-ehit

5. y=Tx
€1 €1

6. y(O)=T-x(O)=T-<5):<5>=T_1-y(0)
CTL Cn

10.1 Homogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
10.2 Funktionen von Matrizen
10.3 Reelle lineare Differentialgleichungen mit komplexen Eigenwerten
10.4 Quadratische Formen und ihre Hauptachsentransformation
Q(xg, ooy x)

2 2
Ellipse: % + z—; = 1; nach links und rechts gedffnete Hyperbel mit reeller Halbachse a und Asymptotensteigung

+arctanb/a: Z—g — z—g = 1; nach oben geéffnete Parabel mit Halbparameter p: x? — 2px, = 0; Ellispoid: x¥ + x3 +
x3 = 1; einschaliges Hyperboloid: x? + x5 — x% = 1

Sy mmet rili isc éHaerrdmi tFog(@m))e R" x R* » B(x,y) =xTAy €R

Quadrat sabBRFQx) mx"AxeR

Haupt aRdarsetn®it 4 ulng", % = UTxist Q(x) = Q&) = ¥TAX = X1_, 1, %2

Sat z Jede Quadiatische Q(x) = xT Ax lasst sich mittels einer auf der Spektralzerlegung von A beruhenden ortho-
gonalen Basistransformation auf die Hauptachsen-Darstellung bringen.

Kok b a.rBasikiBergang mit zu Basis (orthogonal, aber nicht unbedingt orthonormiert)mit Koordinaten y:
Q) =y"LLy=3F_ v2 - Yi—p+1Yi. pistdie Anzahl positiver Eigenwerte, r = rank A, r — p die Anzahl negativer
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Eigenwerte, I := diag <1, .1,(-1,..,-1),0, ...,0). Das Tripel (p,r —p,n —r)istdie T r & gvoredi pt— (r — p)

p r-p n-r

istdieS i1 g nvartAu r
Ko n g rfalleAn=tSBST, wobei S := UD und D := diag(y/I21], ...,\/IA,]), 4, B:n X n

S at z Eink §mnietrische Matrix ist genau dann positiv definit, wenn alle ihre Eigenwerte positiv sind.

10.5 Quadratische Funktionen
10.6 Die Spektralnorm

11 Die Singularwertzerlegung

11.1 Die Singularwertzerlegung: Herleitung
Defniton Si ngubDiéMatwxéaktdriseringl egung

T
A=UxVH = Z U o vl
k=1
heisst Singularwertzerlegung (SVD). Wobei:
- U € R™™ orthogonal
-V € R™" orthogonal

(Z) , fallsm=>=n
0

- X € R™*™ hat Diagonalgestalt, & = {
 0), falsm<n

Die Zahlen
01202 2 20p 2 0p41 = *** = Onminfmn} = 0
heissen Singuldrwerte von 4, X = diago, , 0,, 0,7 = RangA.

- U besteht aus den orthonormalisierten (Gram-Schmidt) Eigenvektoren von AAT

-V besteht aus den orthonormalisierten (Gram-Schmidt) Eigenvektoren von AT A und wird am Schluss noch

transponiert

- X besteht aus den Quadratwurzeln der Eigenwerte von AAT bzw. ATA (spielt keine Rolle) bzw. den Singular-

werten von A

11.2 Die Singularwertzerlegung: Folgerungen

Kor ol | DéetUntetraume3R(A4), NV (A7) sindzueindander orthongoal und spannen zusammen den BildraumE™
auf. Analog sind die Unterraume R(A"), V' (4) zueinander orthogonal und spannen den Definitionsraum E™ auf.

Kor ol |EaseiA & B™*"4RangA = r. Dann sind die r positiven Elgnewerte von A7 A und AA¥ gleich, aber die

Vielfachheit des Eigenwertes O ist n —r bzw. m —r.

12 Zusatzlich
12.1 Maschinengenauigkeit

Fir einen Computer, der mit Maschinenzahlen der Form x = +b. bbb x 2%%? b € {0,1} rechnet, gilt folgendes:

- realmax=1.111*211=(1+l+l+1)*23:E*8=15
22" 8 8

- realmin=1.000 %2711 =1%273 = 1*%=§

- knpz =0.001%271 = Zu =~

- eps=1.000%2"11=2

- eps *realmin = knpz

[e5]
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